Inferencia Estadistica: Tarea 2
Estimacion puntual

Fecha de entrega: 11 de octubre

1. Sea X una variable aleatoria con distribucion #,).
(a) Encuentre la media y varianza de X. (Hint: Mostrar que la distribucion de X, se puede
obtener cuando se asume que X|\ ~ N(0,A71) con A ~ Ga(n/2,n/2).)
(b) Demuestre que X? tiene una distribucién Fiy ).

(c) Utilizando la férmula de Stirling, demuestre que

1 2
lim f(z) = e~ /2,

n—00 N 2T

2. Sea X una variable aleatoria con distribucion Fi,, )

(a) Demuestre que 1/X tiene distribucién Fi, ).

(b) Demuestre que W = (m/n)X/[1 4+ (m/n)X] tiene distribucién Be(m/2,n/2).

(c) Utilizando el inciso anterior, encuentre la media y varianza de X. (Hint: Encuentre los
primeros dos momentos de mX/n=W/(1 —W)).

3. Sea Xi, ..., X, una muestra aleatoria con densidad f(z | §). Encuentre el estimador de momentos

del parametro 6 de las siguientes funciones de densidad.

(a) f(z]|0) =021 0<ax<1, 0<f<o0
d) flx|0)=2, O<z<0, 0<0<o00

20
(c) flz]0)=0x"2 0<f<z<o0

4. La distribucion Pareto, es una distribucién de probabilidad continua nombrada a partir del economista

italiano Vilfredo Pareto, el cual introdujo un principio matemético conocido como la regla 80/20

para medir la desigualdad de la distribucién de la riqueza. La funcién de densidad esta dada por:

Haf
flx]0) = g O<a<z<oo, 0<6<o0
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donde « es un parametro de escala y 6 es un parametro de forma.

(a) Asumiendo que « es conocido, encuentre el estimador méximo verosimil de € a partir de una

muestra aleatoria Xi,..., X,,.

(b) Asumiendo que los dos pardmetros son desconocidos, encuentre el estimador méximo verosimil

de a y 6.

(c) Exhiba las estadisticas suficientes para a y 6.

5. Considera la base de datos precioCasas.tzt, la cual detalla el precio de venta (en miles de dolares)
de un conjunto de casas con ciertas caracteristicas. Considerando la variable precio realiza lo

siguiente.

(a) Suponiendo que los precios de venta siguen una distribucién normal. Encuentre los esti-

madores maximo verosimiles de p y o.

(b) Suponiendo ahora que los precios de venta siguen una distribucién log-normal. Encuentre los

estimadores maximo verosimiles de los parametros del modelo.

(¢) En una misma gréafica muestre el histograma de los datos y grafique las funciones de densidad

estimadas bajo ambos modelos. ;Qué distribucion es mas apropiada?

6. Considera los datos tiemposOperacion.txzt, los cuales son registros de 120 tiempos de operacién en

una empresa de manufactura de gimnasios y realiza lo siguiente.

(a) Ajusta a los datos una distribucién exponencial de parametro (desconocido) A, el cual debes
encontrar mediante el método de maxima verosimilitud. Una vez que se tenga A dibuja el
histograma y anade en la misma grafica la curva de la densidad exponencial con parametro

A. (Se ajusta bien a los datos?

(b) Ahora considera una distribucién gamma de pardmetros «, 5 donde « se asume que es igual
a 2y [ es desconocida. Encuentra el estimador maximo verosimil de S y realiza el mismo

andlisis que en el inciso (a).

(c) Finalmente, considera una distribucién gamma con parametros o y  desconocidos. En-
cuentra de forma analitica (o numérica en caso de ser necesario) los estimadores maximo

verosimiles y realiza el mismo anélisis que en el inciso (a).

(d) ;Qué distribucién se ajusta mejor a los datos?

7. Considera que la coleccién de variables aleatorias X7, ..., X, son condicionalmente independientes

dado un parametro A de tal forma que
flan, oz [N = [N,
i=1
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Suponiendo que A ~ Ga(a, f) v X; | A ~ Exp()).
(a) Obtén la distribucién posterior de A. ;Qué puedes decir sobre la eleccién de este modelo y
de esta distribucion inicial?

(b) Obtén la esperanza posterior y demuestra que se puede ver como un promedio ponderado de

la media inicial y el estimador maximo verosimil de A.

8. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria proveniente de una poblacién con densidad,
—|z—0]
€ X

Encuentra el estimador maximo verosimil de 6.

9. Considera que la coleccion de variables aleatorias X, ..., X,, son condicionalmente independientes
dado un pardmetro p. Suponiendo que pu ~ N(n,7%) y X; | u ~ N(u,0?), donde o2 es conocida.
(a) Obtén la distribucién posterior de p. ;Qué puedes decir sobre la eleccién de este modelo y
de esta distribucion inicial?
(b) Obtén la esperanza posterior de p.
10. Sean 6; y 0 dos estimadores insesgados de 6, con Var(é\l) =oly Var(QAg) = 02. Considere un

tercer estimador dado por,

~

03 = 049734—(1—04)6?2, 0<a<l.

(a) (Es 65 un estimador insesgado de 67
(b) Si é\l y é; son independientes. ;Para qué valor de o se minimiza la varianza de é;,?
(c) Si 0, y f5 no son independientes y cov(@Al,QAg) = c¢. jPara qué valor de o se minimiza la

varianza de 637

11. Sea X4,..., X, los tiempos de supervivencia de una muestra aleatoria de n individuos a los que se
les dio un tratamiento médico. Asumiendo que siguen una distribucién exponencial de media 6.
(a) Demuestra que # = X es un estimador insesgado de §. Obtenga su varianza.
(b) ;0 alcanza la cota inferior de Cramér - Rao para estimadores insesgados?

(¢) Sea Y = min{Xy,...,X,}. Encuentre P(Y > y) y deduzca la funcién de densidad de Y.

Obtén ademds su media y varianza.

(d) Proponga un estimador insesgado de @ basado en Y. De los estimadores obtenidos ;Cudl es

eficiente? ;Cudl es consistente?



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sea X7i,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién Bernoulli(p). En este problema, el
interés es estimar v = p(1 — p).

(a) Muestre que el estimador 7 = X;(1 — X3) es insesgado para v.

(b) Utilizando los resultados vistos en clase, obtén un mejor estimador de v para v.

(¢) iSon el estimador maximo verosimil de v y el obtenido en el inciso anterior similares?

Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo (0, 6).
(a) Encuentre la cota inferior de Cramér - Rao de la varianza de un estimador insesgado de 6.
(b) Ahora considere 0 =X (n) €l estimador médximo verosimil de ¢, encuentre una constante c tal
que 8 = ¢ es un estimador insesgado de 6.
(c) Calcule la varianza de 0. ;Por qué la varianza de este estimador es menor que la cota inferior
de Cramér - Rao?
Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de la poblacién con distribucién uniforme U(6,6 + 1). De-

muestre que S = (Y1,Y},), donde Y} = min{X;} y ¥, = max{X;} es una estadistica suficiente

minimal pero no es completa.

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria de la poblacién cuya funcién de densidad es
QQ
flx|6) = 6+1(3:—{—1)exp(—9x), 0<zx<oo, 0<0<oo.

Obtenga una estadistica suficiente minimal y completa. Ademads, obtenga el estimador por mo-

mentos y el estimador maximo verosimil de 6.

Considere el caso de una distribucién N (6, 6?) de la cual se observa una muestra aleatoria de

tamano n, siendo # el parametro desconocido.
(a) Muestre que se estd frente a un caso de una familia exponencial en el que la dimensién de la
estadistica suficiente minimal, es 2; siendo la dimensién original igual a 1.

(b) Demuestra que 7" no es completa. (Hint: Observe las distribuciones de las componentes de T

y note por ejemplo que E(X?) = g(n:l) )

Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria con distribucién Poisson de parametro A\, donde se desea
estimar a 7(\) = (1 + M\)e .

(a) {Cudl es el estimador méximo verosimil de A7

(b) Obtén un estimador insesgado para 7(\).

(c¢) Encuentra el UMVUE de 7(A).



18. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria con densidad Be(0,1).
(a) Encuentre el estimador maximo verosimil para 6 y encuentre su varianza. ;Qué puedes
observar de esto?

(b) Encuentra el estimador méximo verosimil para 7(0) = 671, ;Es insesgado? jAlcanza la cota

inferior de Cramér - Rao?

(c) (Es X un estimador insesgado para /(1 + 6)? ;Alcanza la cota inferior de Cramér - Rao?

19. Sea Xi,..., X,, una muestra aleatoria de una distribucion Poisson de parametro 6. Considerando

la estadistica
1
T = §<X1 + XQ),

realice lo siguiente.

(a) Obtén la E(T). {Qué puedes decir del estimador?
(b) Calcula la varianza de T.
(c) Encuentra una estadistica U que sea suficiente y completa para 6. Con ella mejora el estimador

T y obtén su varianza. ;Qué puedes concluir?

20. Sea Xj,..., X, una muestra aleatoria de una distribuciéon Poisson de parametro 6. Encuentre el

UMVUE para 7(0) = fe~°.



