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Digtribucioneg elipticag y esféricag



Grupo
- Definicion
Un conjunto no vacio, (G, de transformaciones de 2 en si mismo se dice que es un grupo si satisface

1. Dados g, g, € G entonces, 2,2, € G

2. Dados g1, &5, &3 € G, entonces (£18,)83 = £(£243)
3. Existe una transformacién identidad, ¢ € G, talqueeg = ge = ¢

4.Paratodo g € Gexisteg™! € Gtalquegg ' =g g =e.
- Definicion

Dos puntos x;,Xx, € & son equivalentes con respecto a G si existe g € G tal que x, = gx;,
denotado como x; ~ x,(mod () y forma una relacién de equivalencia.



Grupo

- Definicion

Una funcién, f(x), es invariante con respecto a G si se cumple que f(gx) = f(x) paratodox € X'y
paratodag € G

- Definicion
Una funcién, f(x), es invariante maximal con respecto a G si

» fes invariante
>f(x1) :f(x2) |mP||Ca quc xl ~ .X2(m0d G)



Grupo

- Teorema

Sea f(x) una funcidn que es invariante maximal con respecto a GG, entonces /1(x) es invariante con
respecto a G, siy solo si, /1 es funcion de f

- Observacion

Si 2 = R"y se considera al grupo de matrices ortogonales, G = O(n), entonces f(X) = X' X es una

funcion invariante maximal



Digtribuciones egféricac
- Definicion

. . L . . . . . d
Un vector aleatorio y tiene una distribucion esférica si para toda O € O(n) se tiene quey = Oy

- Teorema

Un vector aleatorio y tiene una distribucion esférica, si y solo si, su funcidn caracteristica ¢y(t),

satisface alguna de estas condiciones equivalentes

1., (01") = (1) paratoda O € O(n)

>. Existe una funcion escalar (generador caracteristico) @( - ), tal que qby(t) = (')

- Proposicion

. d . .
Sea un vector aleatorio y ~ S, (¢) entonces, y = ru'’’, donde r es una variable positiva y u"” es un

vector que se distribuye uniformemente en la esfera unitaria en R" independiente de r



Digtribuciones elipticag
- Definicion

Decimos que el vector aleatorio X tiene una distribucién eliptica con parametros v y /A, denotado por

x ~ EC,(v, A\, §), si

d
x=v+Aly, y ~ Si(¢)

donde A, es una matriz tal que A’ A = Ay donde ran(A) = k

- Observacion

Una condicidon necesaria para que exista la densidad es que ran(A) = n



Digtribuciones elipticag

- Definicion

Decimos que el vector aleatorio X tiene una distribucion eliptica, denotado por x ~ EC(v, A\, 2), si
su densidad esta dada por

A2 g [(x = )"A ' (x - b)),
donde A >0, g(-) > Ong(yTy)dy = 1.

- Observacion

Si C es una matriz no singular tal que C' A~'C =1, y considerando la transformacién x — v = Cy,
entonces el vector aleatorio y tiene densidad,

giy'y)



Digtribuciones egféricac

- Observacion

Una densidad esférica puede representarse en coordenadas polares mediante la transformacion

y; = rsin(f,)
y, = rcos(f,)sin(6,)
y3 = rcos(f,)cos(6,)sin(6s)

Yp—1 = rcos(6))cos(6,)---cos(0,_,)sin(0,_)
Y, = rcos(Hl)cos(Hz)---cos(Hp_z)cos(Hp_l)

- Donde

T T
, Parai € 1,....p — 2 se tiene que ) <0 < > y—n<0, <nx

»0<r< o



Digtribuciones egféricac

- Proposicion
La densidad de (R, O, ..., ®p—1) es

P cos(0,)” _2008(6’2)19 —3.. -cos(Hp_z)g(rz)

- Observacion
Las variables aleatorias R, ®, ..., ®p—1 son independientes

- Proposicion
La distribucién marginal de R es




Digtribuciones egféricac

- Proposicion

La distribuciéon marginalde ®. parai € 1,..., p — 2 estd dada por

|} (pz_i>cos(6’i)p‘i‘1
r(3)r (=)

y (*'Dp_l es una variable aleatoria uniforme, con densidad,

1

27



Digtribuciones elipticag

- Proposicion

Seax ~ EC (v, /\, g) entonces,

1. E(X) = v

‘(7‘2)/\

n
3.2=Dx+pu ~ EC(u+D'v,D'AD, g))
4.. Si consideramos la particion

(D () Ay A
S E ) "=\ o A=A A
X 1% 21 22

entonces, x'") ~ EC, (v, Ay}, )

2. Var(X) =




Ejerplo: farmiia de Kotz

- La familia de Kotz esta caracterizada por la funcion
— N—1 )
gw)=Cu"'exp(-ru’) r,s>0 2N+n>2,

y C, es la constante de normalizacién.

- Observacion

La densidad esta dada por
C,IA 7 [(x = ) A~ (x — )] exp {—r (= ) A" (x - y)]s}

»Si N=1,s = 1yr = .5 obtenemos la distribucién normal multivariada

> Familia atil cuando el supuesto de normalidad no es aplicable



Ejemplo: familia de Peargon del tipo U

- La familia de Pearson del tipo VIl esta caracterizada por la funcion

—N
g(u)zcn<1+i) m>0 N>

y C, es la constante de normalizacién.

- Observacion

»Si N = (n + m)/2 recuperamos la distribucién t-multivariada
»Sim =1yN = (n+ 1)/2 recuperamos la distribucion Cauchy multivariada



Digtribucion + multivariada



Digtribucién +-multivariada

Denotado por X ~ Mt (m, v, /A)y con densidad

r()

(xm)2T (% )

n—+m

AT (1+m & —) A T (x =)

- En R podemos usar la libreria mvtnorm (por default en escala logaritmica)
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Digtribucién +-multivariada
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Digtribucion Cauehy muttivariada



Digtribucion Cauchy muttivariada

-Denotado porx ~ MC, (v, \) y con densidad

n <+
r(4) "
ﬂ+

\A\_7 (I+x-)'A'x=-p) °

2

-El caso particularx ~ MC (0, I)
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Digtribucion Cauchy muttivariada
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Digtribucion Cauchy muttivariada
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Digtribucion Dirichlet



Digtribucion Dirichlet

- Distribucion continua y generalizacion de la distribucidon beta

- Soporte en el simplex (p-1)-dimensional

{XE[O,l]p:in=l}

- La densidad esta dada por

donde a; > 0 para toda i



Digtribucion Dirichlet

- Proposicion

Sean y. ~ Ga(a;,0) una coleccién de variables aleatorias independientes entonces

V = Zyl- ~ Ga(ay, 0)y

donde o) = Z Qa;
i



Digtribucion Dirichlet




Digtribucion Multinomial



Digtribucion Multinomial

- Distribucion discreta y generalizacion de la distribucion binomial

{XENP:ZXZ-:N}

P(X = n) = ok [

..o |
nl. np. i1

-Soporte

- Funcidon masa

dondeN € N, a € (0,1)y Zal- =1



