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Distribuciones elipticas y esféricas



Grupo
Definicion 1

Un conjunto no vacio, G, de transformaciones de I en si mismo se dice que es un grupo si
satisface

1.Dados g, g, € Gentonces, g,2, € G

2.Dados g, 5, 23 € (7, entonces (g1g2)83 — 81(§283)
3. Existe una transformacionidentidad, ¢ € G,talqueeg = ge = ¢

4Paratodog € Gexisteg™' € Gtalquegeg™ ' = ¢ lg=e

Definicion 2

Dos puntos x;, x, € 2 son equivalentes con respecto a G si existe g € G tal que x, = gx,

denotado como x; ~ x,(mod () y forma una relacion de equivalencia.



Grupo

Definicion 3

Una funcion, f(x), es invariante con respecto a G si se cumple que f(gx) = f(x) para todo
X € X' yparatodag € G

Definicion 4
Una funcion, /(x), es invariante maximal con respecto a G si

1. fesinvariante

2.f(x;) = f(x,) implicaque x; ~ x,(mod G)



Grupo

Teoremal

Sea f(x) una funcidon que es invariante maximal con respecto a (G, entonces /1(x) es invariante

con respecto a (5, siy solo si, /1 es funcion de f

Observacion1

Si 2" = R"y se considera al grupo de matrices ortogonales, G = ((n), entonces f(X) = x' X

es una funcion invariante maximal



Distribuciones esféricas

Definicion5

Un vector aleatorio y tiene una distribucion esférica siparatodal € O(n)setienequey =1y

Teorema2

Un vector aleatorio y tiene una distribucion esfeérica, si y solo si, su funcion caracteristica qby(t),

satisface alguna de estas condiciones equivalentes
T —
1. ¢y(F 1) = ¢y(t) paratodal € O(n)
2. Existe una funcioén escalar (generador caracteristico) @( - ), tal que qby(t) = o(t'1)

Proposicion1

. d . .
Sea un vector aleatorio y ~ S (¢)) entonces, y = ru"’”, donde r es una variable positiva y u'"”

es un vector que se distribuye uniformemente en la esfera unitaria en R" independiente de r



Propiedades

Observacion 2

Una densidad esférica puede representarse en coordenadas polares mediante la

transformacion
yz — I”COS(HI)SIH(QZ)
y3 = rcos(0,)cos(6,)s1n(0;)

Y,—1 = rcos(6)cos(6,)---cos(b,_,)sin(0,_,)

Y, = r005(6’1)008(6’2)---cos(é’p_z)cos(é’p_l)

donde

. | T T
»Parai € 1,....p — ZSetleneque—E <0 < Ey—ﬂ < Hp_l /)

0 <r< o



Propiedades

Proposicion 2
Ladensidadde (R, 0, ...,0, |)es

P c:os(Hl)fl’_zc:os(é’z)p_3 .o -cos(ﬁp_z)g(rz)

Observacion3

Las variables aleatorias R, © 1, ..., ®p_1 son independientes

Proposicion 3
La distribucion marginal de R es
2P~ g(r?)

(%)




Propiedades

Proposicion 4

La distribucién marginalde ©.parai € 1,..., p — 2 estadada por

|} (p;i)cos(é’i)p‘i‘l
r(3)r (=)

y ©,_, esunavariable aleatoria uniforme, con densidad,

1

27



Distribuciones elipticas

Definicion 6

Decimos que el vector aleatorio X tiene una distribucion eliptica con parametros vy A,
denotadoporx ~ EC, (v, A, ),si

d
x=v+Aly, y ~ Si(¢)

donde A, esunamatriztalque A’ A = Aydonderan(A) = k

Observacion 4

Una condicion necesaria para que exista la densidad esque ran(/\) = n



Distribuciones elipticas

Definicion 7

Decimos que el vector aleatorio X tiene una distribucion eliptica, denotado por

x ~ EC(v, A\, g),sisudensidad esta dada por

A Tg [(x — ) A (x - )],

donde A > 0, g( - ) > Ong(yTy)dy — 1.

Observacion5

Si C es una matriz no singular tal que C'A~'C =1, y considerando la transformacion

x — v = Cy, entonces el vector aleatorio y tiene densidad,

giy'y)



Propiedades

Proposicion 5

Seax ~ EC (v, \, g)entonces,

LEX)=v

_(7'2)/\
n
32=Dx+u~EC (u+ Dy, D' AD, g1)

4., Si consideramos la particion
(1) (1)
X 1%
X = L = A
(X(2)> ( ,/(2))

entonces, X" ~ EC, (v'V, A, )

2.Var(X) =

|
YR
e
e



Familia de Kotz

> La famiilia de Kotz esta caracterizada por la funcion
gw)=Cu"lexp(—ru*) rs>0 2N+n>2

y C, eslaconstante de normalizacion.

Observacion 6

La densidad esta dada por

C,|A ‘—% [(X —)IA I (x - u)]N_l exp {—r [(x —IA N (x - u)]s}

-Si N =1,5 = 1lyr = .5 obtenemos la distribucion normal multivariada

- Familia util cuando el supuesto de normalidad no es aplicable



Familia de Pearson del tipo VII

>La familia de Pearson del tipo VIl esta caracterizada por la funcion

N
g(u)=cn<1+i> m>0 N>,

y C, eslaconstante de normalizacion.

Observacion 7

1. Si N = (n + m)/2 recuperamos la distribucion t-multivariada

2.S5im = 1yN = (n + 1)/2 recuperamos la distribucion Cauchy multivariada



Distribucion t multivariada



Distribucion t multivariada

Definicion 8

Se dice que x sigue una distribucion t multivariada, denotado por x ~ Mt (m, v, \A) si su

densidad esta dada por
r ( n+m )
2 n—+m
f(x) = AT (1T+m™ x = )T A (x =)~
(7m)2T (%)

» En R podemos usar la libreria mvtnorm (por default en escala logaritmica)



Simulaciones

f(x)
0.000.010.020.030.040.050.06

t multivariada

! I'I”I

= -4

0.000.010.020.030.040.050.06

i

2 4 6

Normal multivariada



Curvas de nivel

0.05

0.05

0.025
0.025

t multivariada Normal multivariada



Distribuciéon Cauchy multivariada



Distribucién Cauchy multivariada

Definicion 9
Se dice que x sigue una distribucion Cauchy multivariada, denotado por x ~ MC, (v, ) sisu

densidad esta dada por

(3 .
fx) = ——> A7 (1+ x =) A (x =)~

T 2

1

Observacion 8

Si v = 0y 2 = I se recupera la distribucion Cauchy multivariada estandar, x ~ MC, (0, 1),

con densidad dada por

n+ 1
T )

JU

\S



Simulaciones

f(x)
0.000.010.020.030.040.050.06

-200

-100

100 200 300 400

Cauchy multivariada

! | 'l"l

e -4

0.000.010.020.030.040.050.06

2 4 6

Normal multivariada



Curvas de nivel

0.05 0.05

0.025
0.025

Cauchy multivariada Normal multivariada



Distribucion Dirichlet



Distribucidon Dirichlet

Definicion 9

Se dice que x sigue una distribucion Dirichlet, denotado por x ~ Dir(a) sisu densidad esta dada por

P a.
o - [ (p irl(:l)) f[xiai—l

donde ; > 0 paratoda i

> Distribucion continua y generalizacion de la distribucion beta

» Soporte en el simplex (p-1)-dimensional

xe[0,17: ) x=1

l



Construccion

Proposicion 6

Sean y. ~ Ga(a;,0) una coleccion de variables aleatorias independientes entonces

V=) y~ Galay,0)y

(xl,...,xp) = (—,...,—) NDir(al,...,ap)

donde o) = 2 Qa;

l
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Distribucion multinomaial



Distribucion multinomial

Definicion 9
Se dice que x sigue una distribucion multinomial, denotado por x ~ Multinomial(a, N) sisu

densidad esta dada por

donde N € N,a; € (0,1),y Z a =1

> Distribucion discreta y generalizacion de la distribucion binomial

> Soporte



