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Distribucidon normal multivariada

Definicion1

Se dice que X sigue una distribucion normal multivariada p-variada no singular, denotado por
X ~ N, ( U, Z) si X tiene funcion de densidad

| | r1
) = —— g exp | =3~ W= =)

donde

-E(x) = p
-Var(x) = 2 > 0(positiva definida)




Distribucidon normal multivariada

» Para datos bivariados tambien se puede crear un scatterplot en 3D con libreria scatterplot3d

f(x)
0.000.010.020.030.040.050.06



Distribucidon normal multivariada

Observacion1

Siran(X2) = k < p podemos definir la densidad de la distribucion normal multivariada singular

como

1
J(X) = -exp [——(x — ) X7 (x — )|,
(A A2 2

donde

- X vive en el hiper-plano N'(x — 1) y N esuna matrizde tamano p X (p — k) tal que:
LN'Z=0
2N'N=I _,

- 2.~ eslainversa generalizaday /,, ..., 4, sonlos eigenvalores diferentes de cero.



Caracterizaciones

Definicion 2

Decimos que X tiene una distribucion normal p-variada si y solo si a’ x tiene una distribucion

normal univariada para todos los vectores p-variados (no triviales) a

Proposicion 1

Sea X un vector normal p-variado y definamos a y = AX + b donde A es una matriz de

dimension g X p.Entonces y tiene una distribucion normal g-variada tal que:

“(y)=Au+Db Var(y) = AXA'




Caracterizaciones

Corolario1

Seax ~ N,(0,1))ydefinamosay = >7X + p,entonces,y ~ N, (4, )

Corolario2

Sea X ~ N (i, 2) con 2 > 0y definamos a 'y = Z_%(X — i), donde ~7 es la matriz raiz

cuadradade >~ . Entonces, V1> Y25 -+ -5 ¥, sonvariables aleatoriasiid /V(0, ).

. , . ., . _1
> En R lalibreria expm proporciona la funcion requerida para obtener 2.~ 2 con sgrtm



Simulaciones

» (Como se ven las densidades univariadas y las curvas de nivel de una simulacion de
X ~ N5(u, 22)? Donde

3 31
— 2 — V1 V2
() =)

0.20-

Corr:
0.10 - 0.336***

0.05-
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0.00 -
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Simulaciones

> (Que pasasihacemosy = 2—%(;( — 1)?

0.4-
0.3-
0.2-
0.1-

0.0-

V1

V2

Corr:
0.003

LA

A4\



Propiedades

Observacion2

L_a distribucion normal multivariada tiene densidad constante en elipses (elipsoides)

x—p)' 2 x—p) =k

© - —~ - -

:/o
(=
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Propiedades

» En R:lalibreria plotly para una grafica mas interactiva

0.05

0.025




Propiedades

Proposicion2

_ Ty—1 2
Seax ~ Np(,u, 2)entonces, U = (X — u) 2" (X —u) ~ Xp-

Observacion 3

Podemos facilmente evaluar la probabilidad de que x este en un elipsoide, 1.e.

P ((x—p)' =7 (x — p) < k|



Propiedades

Proposicion3

Sea X ~ Np(//t,Z), entonces los coeficientes de asimetria y curtosis estan dados

respectivamente por,
p1,=E [((X —w)'Z7 Ny - //t))3] =0
frp=E |[(x= "= x = w)’| = p(p +2
Proposicion 4

Seax ~ Np(,u, 2.), entonces la funcidn caracteristica de x esta dada por,

P(t) = exp (itT//t — %tﬁt)



Propiedades
Proposicion 5

Seax ~ N, (i, %)y considere la particion
x(D uth 2y &)
X = , l[/t — 2 Z —
e e % Zy
donde x'V es de dimensién k y x'*) es de dimensién p — k, entonces:

>. X'y x?) son independientes si y solo si Cov (X(l), X(2)> =2,=0
3. x' 27 1x N)(g (,uTZ_l,u)

4. x| xD) ~ Nk (//1(2) T Z2121_11 (XY — p V], 2p) Z2121_11212)



Pruebas de normalidad

> Todas las distribuciones univariadas son normales

- qgplot
- histogramas

- Pruebas de normalidad (e.g. Anderson-Darling, Shapiro-Wilk, Lilliefors, etc.)

- x— )7 x =) ~
- ggplot

> Prueba de Mardia (1970) basada en los coeficientes de asimetria y curtosis multivariados

> Otras pruebas (e.g. Henze-Zirkler (1990), Royston (1982))

> En R:libreria MVVN



Convergencia

Teorema1(Teorema Central del Limite)

Sean X, = (x,,...,X,,) una coleccion de vectores aleatorios independientes e

idénticamente distribuidos, con vector de medias 1 y matriz (finita) de covarianza 2.. Entonces,
\/Z ()_( — ,u) - N, (Op, Z)

Teorema 2 (Teorema de Crameér-Wold)

Parax, = (x i, ...,xnp)yx = (X, ...,xp) dos vectores aleatoriosy t € R”, entonces

d c d c
X > X @ © D 1, > )X,
=1 =1



Distribucion Wishart



Distribucion Wishart

Definicion 3

Sea M ., una matriz simétrica de variables aleatorias, talque P(M > 0) = l,ysea2 una
matriz definida positiva. Si n € N, tal que n > p, entonces Mpxp tiene una distribucion

Wishart, M ~ Wp(n, 2.), no singular con 7 grados de libertad si la funcion de densidad de los

p(p+1)
p)

distintos elementos de Mp esta dada por:

Xp

>~ 'M
_ 1 (n—p—1)/2
fimy,myy, .o.omy ) =c™ [ M] etr( 5 )

donde

- etr es el operador exptrace

. " n
_c=27 221, (5> yl,(+)lafuncion gamma multivariada



Distribucion Wishart

Definicion 4
Sean X, ..., X, vectores aleatorios iid distribuidos como Np(O, 2.) entonces Mp><p = X'X

tiene una distribucion Wishart con n grados de libertad

Observacion 4

Si2 > 0yn > p,entonces se puede probar que [P(M > 0) = 1.De lo contrario, se tiene que

M > 0, porlo que la densidad no existe y se dice que M tiene una distribucion singular



Propiedades

Teorema3

SeaM ~ W (n, %) entonces, s qup tal que ran(C) = ¢, setiene que CMC' ~ W, (n, CZCT)

Corolario 3

SiM ~ W, (n, 2)y aesun vector de constantes, entonces a'Ma ~ o- - y*,dondec’ = a'Xa

Corolario 4

. 2
SiM ~ W, (n, 2) entonces m;; ~ 2;; - y,



Propiedades
Proposicion 6

SeaM ~ Wp(n, 2.) entonces:

1.E(M) = nX

m m
2. (Aditividad) SiM; ~ W (n;, 22) independientes entonces, Z M; ~ W, ( n, Z)

l
=1 =1

3. Sipartimosa M y a 2. como,

M — (Mll M12) Yy — (le Z12)
M21 M22 221 222

entonces, M| ~ Wi (n, 2 ) yMy, ~ W, _,(n, 2,,). Masaunsi 2, = 0,entonces M y

M, sonindependientes.



Formas cuadraticas

Teorema 4

SeaM ~ W, (n, 2),entonces

_1 -1
1 Ses Aq)(p una matriz tal que ran(A) = (g, entonces <AM_1AT> ~ Wq (I”l — P+ q, (AZ_lAT> )

y ' My
y!' Xy

2.5eay,,  independiente de M y tal que P(y = 0) = 0, entonces

3.Seanx, ..., X, vectores aleatorios iid NV, (0, 2). Entonces siconsideramosay = Xacona,,,

A

entonces

B, .., matrices simetricas de rango r, s respectivamentey b, .., un vector de constantes

nxn?

-X'AX ~ W (r,Z)siysolosi y'Ay ~ o - 1}
-XTAX ~ W (r, 2)y X'BX ~ W (s, Z) sonind.siiy Ay ~ o7 - y7yy By ~ o - x7 sonind.
-X'b ~ N,yX"AX ~ W, (r,Z)sonind.siiy'b ~ N;yy'Ay ~ o - 7 sonind.



Formas cuadraticas

Lemal

SeanX;, ..., X, ~ Np(O, 2.) (iid) entonces se cumple lo siguiente

1.xY ~ N, (O, GJ-J-I)

2.Sia, . esunvector de constantes entonces X'a ~ N, (O, | |a] \2 Z)

3. Si {al, e a,,}, r < n, es un conjunto de vectores mutuamente ortogonal entonces, los

vectores aleatorios dados por XTai son mutuamente independientes

4.Sib . | esunvector de constantes, entonces Xb ~ N, (O, agl) donde ag =b'Zb



Formas cuadraticas

Lema2

2

Seax ~ N, (O, 621) y A .. unamatriz simétrica entonces X' AX ~ ¢° - y”siysolosi A es

PXq
idempotenteyconran(A) = r

Lema3

Sea X ~ Np(O, o°1) y sean Q. = XTPiX ~ 07 - )(,% (i = 1,2) dos formas cuadraticas.,.

Entonces Q, y Q, sonindependientessiysolosi P P, = O



Simulaciones

» En R:rWishart

> Para entender su aleatoriedad podemos graficar las elipses generadas: aTMia =C
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Distribucidon Wishart no centrada

Definicion 5 (Distribucion Wishart no centrada)

Sean X, ..., X, vectores aleatorios independientes y distribuidos como Np(,ui, 2.), entonces
Mp><p — X' X tiene una distribucion Wishart no centrada, M ~ Wp(n, 2., A), con n grados

de libertad y matriz de no centralidad A definida como

A= Eu)E )" = ZATAS
=1



Distribucién 7° de Hotelling



Distribucién T* de Hotelling

Teorema 5 (Distribucion centrada)

Seanx ~ Np(,u, 2)yM ~ Wp(n, 2.) independientes y no singulares, entonces,

. np
T°=n(x—pu)'M'(x — p) ~ (n_p+1>Fp,n—p+1 =T,

Corolario5

Seanx ~ Np(,u, A1)y M ~ Wp(n, 2.) independientes y no singulares, entonces,

M

) (L) s~

n



Distribucién 7% de Hotelling

Teorema 6 (Distribucion no centrada)

Sean X ~ Np(,u, 2)y M ~ Wp(n, 2.) independientes y no singulares, y denotemos por

S=pulx" : 1 (parametro de no centralidad), entonces,

0 Tag-I np _ 72
T-=nx' M 'x ~ (n_p+1)Fp,n—p+l,5_Tp,n,5



Estimacion para la distribucion normal multivariada



Estimacion

Funcion de verosimilitud

SeanX;, ..., X, ~ Np(,u, ) (iid) , entonces la log-verosimilitud

] n
log(L(. 2)) = == log(122E]) = ' (% = )" £~/ (x; =
=1

Proposicion 7
Sean X, ....,X ~ Np(//t, 2)) (iid), con n > p+ 1, entonces los estimadores maximo

verosimiles estan dados por
(n—1)
S

n

S =

>
1
=I



Estimacion

Teorema7

Sean Xy S la media y matriz de varianzas muestrales de una distribucion normal multivariada

N,(u, 2)con(n — 1) > pentonces,
1.X ~ N,(u,n"'Z)
2.(n—1)S ~ W,(n—1,2)

3. XV S sonindependientes

4.nx—p)'STI & —p) ~ T*(p,n—1)



Prueba de hipétesis para u



Prueba para u (2 conocida)
»SeanX, ..., X, ~ Np(,u, 2.) (iid) gueremos hacer el siguiente contraste
Hy:p=py vs  HiipF py

» Usamos el estadistico de prueba
E2 = n(X — pp) 27X — pp)

> Bajo H,setieneque & 2~ )(5

> Region de confianza 100(1 — a) % son las elipsoides

(x:€<x



Prueba para u (2 conocida)

Ejemplo
DadOS Xl’ co oo X203 ~/ Nz(//t, Z) (||d) con
64.1 191 155.6
U= P— :
64.7 155.6 313.5
Se busca contrastar,

Hy: pu =060 VS H, : u+# 60



Prueba para u (2 conocida)
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E2=5.971581 < 5.991465 = y5 o

No rechazamos H,



Prueba para u (X desconocida)

» Para una muestra, utilizamos S para construir el estadistico de prueba

2 _ I”l(l”l—p)

= o \IQ-1l(s _
=y (X = o)™ S™ (X = pp)

Y

- Bajo H,setiene y* ~ F D=

> Region de confianza 100(1 — ar) % son las elipsoides

{X : 7/2 S Fp,n—p,l—a}



Prueba para u (X desconocida)

60

20

60

80

y* = 3.870381 > 3.013826 = F, 59, o

Rechazamos H,,



Pruebas de hipdtesis para X



Pruebas para 2

»Seanx, ..., X, ~ Np(,u, 2.) (iid) conn > p + 1 se pueden hacer las siguiente pruebas para -

1. Independencia por bloques, /, : 2., = ()

2. Esfericidad

-Casol: X = 0’1 con o’ desconocida (esta pruebaincluyea . = 0220)

-Caso2: 2 = l(estapruebaincluyea 2 = 2)

3.Igualdad enlos bloques diagonales, ie, .|| = 25, = ==+ = 2/

4. Igualdad de varianzas y correlaciones



Pruebas de hipétesis para dos poblaciones



Prueba de igualdad de covarianzas

>Sean Xl’ co oo Xn ~ Np(//tl, 21) (||d)YY1, coeq ym ~ Np(//tz, 22) ("d)

> A traves del cocliente de verosimilitudes se obtiene el estadistico de prueba

(n+m)p n m
- (mt+m)y 7 [Q7]Q, 2

np mp

ntm
nzm?2 | Q4+ Q,| 2

A

» (Wilks, 1931) Asintoticamente se tiene que si H, es cierta entonces

_p(p+1)
2

—2log(ZL) ~ 7. %



Prueba de igualdad de medias (caso 1)

> 2., = 2., = 2, conociday con muestras independientes

-X~N (,ul, n_12) esindependientede Q, = (n — 1)S; ~ W (n — 1,2)
-Yy~N (/42, m_lﬁ) esindependientede Q, = (m — 1), ~ Wp(m — 1,2)

-X,y,Qq, Q,, sonindependientes

1 1
i—y"’Np(M—ﬂza(—"‘—)E) Q=Q,+Q,~W,(n+m—-22)

> El estadistico de prueba es

nmn+m—2)

(XY= =) @ (R=F = (=) ~ T



Prueba de igualdad de medias (caso 2)

> 2., = 2., = 2, desconociday muestras independientes

Proposicion 8

SeanXy, ..., X, ~ N,(up, 2)) (id)yyy, ...y, ~ N,(i, 2,) (iid)si pt) = ppy 2 = 2, entonces,

nm
§F—-%)'S;'F—%) ~ T*(p,n+m—2)
n+m
donde
B nsl + m52
W_n+m—2

> Usamos el estadistico

B (m+m—p—1)nm
a (n+m—2)(n+m)

5 §-%'S,'§-%)~F

p.n+m—p—1




Prueba de igualdad de medias (caso 3)

M = ny 2, # 2, sereduce a considerar

zi:Xi—yl-NNp (,u,Z)

donde

H=H —Hy  Z=21+ 2,

» Se hace el contraste de hipotesis para una poblacion

Hy: p=20 Vs H,:u#0



Prueba de igualdad de medias (caso 4)

M # ny 2, # 2, (problema de Behrens-Fisher)

- Se considera el estadistico

- Bajo Hyy para n 'y m suficientemente grandes

97~;(§



